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1 Przyklady rachunkowe

Ponizsze przyktady maja za zadanie oswoi¢ czytelnika z zargonem oraz stylem zapisu wyrazen
matematycznych uzywanym w $rodowisku “informatykéw kwantowych”, a przede wszystkim
ze sposobami obliczania cze$ciowego $ladu oraz diagonalizacji macierzy, ktére pojawiaja sie w
wigkszosci probleméow. Uzyta metoda zapisu przy wykorzystaniu notacji Diraca jest bardzo
wygodna, wymaga jednak uwagi, gdyz wiele rzeczy zalezy od kontekstu i uzyte skroty myslowe
z formalnego punktu widzenia moga by¢ stusznie uznane za niepoprawne.

Definicje wszystkich obiektow sa przedstawione na wlasciwym wyktadzie. Jako formalny
wstep do pojeé algebraicznych poleca si¢ obszerny podrecznik Jacka Gancarzewicza, Algebra
liniowa i jej zastosowania (2004).


https://ruj.uj.edu.pl/entities/publication/f95596e5-f283-4943-add2-7ac11e5fe0b9
https://ruj.uj.edu.pl/entities/publication/f95596e5-f283-4943-add2-7ac11e5fe0b9

1.1 diagonalizacja macierzy #1

Ponizsze obserwacje nie wnoszg absolutnie nic ciekawego do algebry i stanowia jedynie przy-
gotowanie do dalszych bardziej konkretnych obliczen. Na poczatek rozwazmy pewng macierz
hermitowska

1 i -0
1= 1 210

PAB= 3 i 1 1 0] (1)
0 0 00

Zauwazamy, ze macierz pap jest macierza rzedu jeden, gdyz cztery kolejne operacje liniowe
na kolumnach (c¢) oraz wierszach (r):

Co+ C3 > C3 (2)
ro + T3> T3 (3)
—1ic1 + Cco — ¢y (4)
iy 4+ 1ro > 1y (5)

sprowadzaja pap do postaci projektora |00)(00|, co oznacza, ze widmo tej macierzy ma trzy ze-

rowe warto$ci wlasne oraz jedna warto$¢ wlasna réwna jednosci, eig(pag) = {[0)%,1}. Wlasciwie

macierz pap W tym momencie zostala juz zdiagonalizowana, ale przesledzmy to doktadniej.
Przyktadowy znormalizowany wektor wtasny odpowiadajacy wartosci wlasnej 1 ma postac

la,b, e, d]” = ;3[—1,—1,1,0]? (6)

poniewaz réwnanie wlasne pagla, b, c, d]* = [a, b, ¢, d]" jest réwnowazne uktadowi réwnan

b = —c

—ic = aq.

(7)

—ta+b—c =23b

a+ib—ic =2a-+a
e {
ia—b+c =3¢

Zerowej wartosci whasnej (ktora jest potréjnie zdegenerowana) odpowiadaja trzy liniowo
niezalezne wektory, ktorych komponenty spetniaja warunki
a+1b—ic =0
(8)
d e R.
W tym momencie warunkéw tych nie trzeba wyznaczaé¢, gdyz rozktad wtasny, z uwagi na
macierz diagonalng sktadajaca sie z jednej niezerowej wartosci wtasnej, wycina z macierzy
przejécia P jedynie pierwsza kolumne — te (umownie) odpowiadajaca jednostkowej wartosci
wlasnej, tj.

A i =1 10 i i1t
_L —1 * x * 0 i * x % _l -1 1 ()
pAB_\/§ 1 x x % 0 - |3~ * * 3 1 —1 ’
0 ~ * =% 0 * *  x 0 0
P pt

gdzie pojedyncze kropki - oznaczaja dla przejrzystosci zera, a gwiazdkami x oznaczono elementy
macierzy przejscia P, ktére sa nieistotne.

Mozna wiec przyjaé, ze poszukiwany stan czysty, ktéry definiuje macierz pap = |¥)(¢¥]ap
wyraza si¢ jako .

- T
|¢>AB \/g[ (2 17 170] ) (10)

ale nie jest to jedyny taki wektor, poniewaz wektory wtasne sa wyznaczone z dokltadnoscig do
stalej multiplikatywnej.



1.2 diagonalizacja macierzy #2

Niech M bedzie rzeczywista macierza symetryczng

-5 -1 1
M=|-1 -1 3]|. (11)
1 3 -1

Kazda macierz symetryczna jest normalna, tj. [M, M1] = 0, zatem jest diagonalizowalna, czyli
istnieje! taka baza przestrzeni C3, w ktorej macierz M ma posta¢ diagonalng ztozong z warto$ci
wtasnych macierzy M.

Rozwiazujac réwnanie wlasne Mv = Av otrzymujemy (niezdegenerowane = niepowtarzajace
si¢) warto$ci wlasne \ € eig(M) = {—6,—3,2} oraz odpowiadajace im znormalizowane® (tu
rzeczywiste) wektory wlasne:

—2 1 0
1 1 1
V_g = —F#—= —1 s V_3=—F# -1 s Vg = ﬁ 1 (12)
1

Ve T V3

Zatem macierz M moze by¢ zapisana jako

M = ZAjAWI = ;M)\)O\\ (13)
4/6  2/6 —2/6 1/3 —1/3  1/3 0 0 0
- 6| 2/6 1/6 —1/6 |-3| —1/3 1/3 —1/3 |4+2| 0 1/2 1/2 (14)
—2/6 —1/6  1/6 1/3 —1/3  1/3 0 1/2 1/2
o1 2
= -1 -1 3 (15)
1 3 -1

lub, rownowaznie, przy pomocy macierzy przejscia P do bazy diagonalnej,

—2/vV6  1/y/3 0
=] —1VE —1VE e | (16)
1/vV6  1/V/3 1/V2

czyli M = P - diag([—6,—3,1]) - PT. Jest to tzw. rozklad wlasny (dekompozycja spektralna)
macierzy diagonalizowalnej. Uzywa sie tez stwierdzenia rozktad Jordana, ktory z formalnego
punktu widzenia jest czyms bardziej ogdélnym i stosowanym do macierzy, ktére niekoniecznie sa
diagonalizowalne, poniewaz nie kazda macierz jest diagonalizowalna. Jednakze my bedziemy
rozwazaé gtéwne takie macierze, ktére da sie sprowadzi¢ do postaci diagonalnej (hermitowskie
macierze gestosci). Przykladem macierzy niediagonalizowalnej jest:

11
-3, "

czyli tzw. dwuwymiarowa klatka Jordana.

V-3

P:|:’U_6

Zwr6émy uwage na uproszczony zapis dekompozycji spektralnej w notacji Diraca widoczny
we wzorze (13), gdzie index A “numeruje” wektor wlasny |\) odpowiadajacy rzeczywistej
wartosci wlasnej A.

!Przypominamy, ze reprezentacja macierzy zalezy od wyboru bazy przestrzeni. W réznych bazach macierz
bedzie przyjmowaé inng postaé¢. My najczesciej bedziemy korzystaé z bazy obliczeniowej (kanonicznej).

’Istotna jest ciggle powtarzana fraza: “znormalizowane wektory”. Brak normalizacji spowoduje bledny
rozktad macierzy, a w dalszej konsekwencji niepoprawna interpretacje wektoréw stanu.
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1.3 czeSciowy $lad uktadu 3 ® 2

Rozwazmy dwie (pod)przestrzenie C? oraz C? bedace poduktadami zlozonego uktadu fizycznego
H = C? ® C2. Bedziemy uzywali tez alternatywnego zapisu H = Ha ® Hp = A ® B, a takze
zupetnie uproszczonej formy: 3 ® 2. Zapis z indeksami przydaje sie szczegodlnie, gdy trzeba
rozrozni¢, ktory ket nalezy do wtasciwej podprzestrzeni w momencie, gdy jest kolizja indeksow
(tak, jak ma to miejsce ponizej).

W kazdej podprzestrzeni wybieramy dwie bazy obliczeniowe/kanoniczne (ONB)3:

{|0>A —1,0,0]", [1)a=1[0,1,0]", [2)a=[0,0, 1]T} ccl (18)
{\0>B =[1,0]", |1)p =0, 1]T} c C. (19)

Rozwazmy nieznormalizowany stan? dwuczastkowy zapisany na cztery rézne ale réwnowazne
sposoby, z ktorych ostatni jest najpopularniejszy:

W) ap =004 @ [1)p+|1)a@[0)p = 2)a® |)p+ )@ |1)p = (20
=[0)al1)p +[1)al0)s — [2)al1) + [1)a|l)p = (21
= [01)ap + [10)ap — [21)ap + [11)ap = (22
— |01) + [10) — [21) +|11). (23

— — ~— ~—

W ostatniej linijce pominieto nawet indeksy poduktadéw, gdyz juz pamietamy, ze pierwszy ket
jest z przestrzeni C3, a drugi z C?. Zapiszmy ten stan w postaci wektorowe;

1 S 0 0 0
~ 0 1 0 0
[W)ap=| 0| ® 1 + |1 ®l0]— 0 ®[11+ 1 ®[1]: (24)
0] bt 0 1 0
07 [0 [O7] T[OT] [ 0]
1 0 0 0 1
10 1 0 0| 1 6
=loltlol " lolTl11]= 1] € C (25)
0 0 0 0 0
o] [O0] [1] L[O] | —1 |
Latwo sprawdzié, ze |||@E> B||F = 2, zatem po znormalizowaniu stan przyjmuje postaé
- 1 1
has — 1) = 50,1110, = (o) + [10) — [21) + 1)), (26)
Macierz gestosci pap, odpowiadajaca stanowi |1)) 45 jest postaci
1 1 1 1
9045061 =7101)(01] + 7101){10] — £[01)¢21] + o1} (11 (27)
1 1 1 1
+1|10><01| + 1|10><10| — Z|1O><21| + 1|10><11| (28)
1 1 1 1
——121)(01| — —|21)(1 —121)(21| — —|21)(11 2
1120)(01] — F213{10] + 1]21)(21] — Fl21y{11] (29)
1 1 1 1
+1|11><01’ + 1|11)<10| - Z|11><21| + 1|11><11]. (30)

3Mogliby$my wybraé dowolne inne ONB, ale znakomita wigkszo$é rachunkéw jest przeprowadzana w bazach
obliczeniowych (computational bases) — stad ich nazwa.

4Jedna z amplitud jest ujemna, gdyz mechanika kwantowa dopuszcza dowolna zespolong amplitude, o ile
stan ukladu jest poprawnie znormalizowany.



Przypominamy, ze zapis |ab){cd| jest skrétem od |a)(c| ® |b){d|, co pozwala szybko wykonaé
czesciowy Slad po kazdym z poduktadéw. Na poczatek “Sladujemy” pierwszy uktad otrzymujac
zredukowang macierz gestosci dla poduktadu B, postaci

po = Teapan =5 I1)(1 B1)
1 1

01 (32)

0l (33)

710400+ g1l (34)

Jak widaé, zostaly tylko te prawe strony czynikéw |a)(c| @ |b)(d|, ktérych lewe czlony mialy
zgodne indeksy (zgodnie z warunkami ONB). Wynik czesciowego $ladu jest w ogdlnosci opera-
torem (macierza) o odpowiednio pomniejszonym wymiarze:

1/4 1/4 rr
pB_[1§4 3?4]66 ! (35)

co stanowi dobrze zdefiniowana macierz gestosci wymiaru 2 x 2.
Podobnie wykonujemy drugie sladowanie:

pa = Trepap :i|0><0| - i|0><2| + i|0><1| (36)
+In( (37)
Loyl + 2 - Tl (3)
O TN
+ 100 = Z 1)+ 10l (39)

Tym razem, w zapisie macierzowym, mamy

1/4  1/4 —1/4
pa=| 1/4 1/2 —1/4 | € C¥3. (40)
—1/4 —1/4 1/4

[ Zauwazmy, ze pa ® pp # P ® pa 7 PAB-




1.4 czeSciowy $lad uktadu 2 ® 3

Zmodyfikujmy nieznacznie poprzedni uktad. Tym razem, przy tym samym wyborze baz dla
obu podprzestrzeni zamieniamy kolejno$é¢® poduktadéw: H = C2®C?, oraz rozwazamy znorma-
lizowany stan czysty uktadu dwoéch czastek typu 2 ® 3 w postaci

1

[U) aB 7

czyli, w postaci jawnej (z dotozonymi indeksami 4 oraz g), bedzie on zapisywany jako wektor
yli, w p jawnej ( y , be pisywany j

<|00> +102) + |12>), (41)

- 1 0 0
1 1 1 1 1 0
V) ap = —= ® |0 +[ 1 ®|0 +[ 1 ® |0 = (42)
alol,® o] "l ® 1] "L
[ 1] [0 ] [0 ] [ 1]
0 0 0 0
110 I |1 110 I |1
V310 V310 V310 V310 (43)
0 0 0 0
L0 145 L0 145 L1 1 up L1 ] 4p
Mamy wiec macierz gestosci
1 1 1
pap = ) ap(¥] =5|00)(00] + £]00){02] + £[00){12| (44)
1 1 1
+§]02)<00| + 5\02>(02\ + 5]02><12] (45)
1 1 1
—|—§|12)(00| —|—§|12>(02| +§|12)<12|. (46)
i liczymy czesciowe $lady otrzymujac
1 01
1 1
pA:B[% 1] oraz B =3 00 0]. (47)
1 0 2

Dla porzadku podajemy inny sposéb na liczenie czesSciowego $ladu, wynikajacy niejako
wprost z definicji tej operacji. Policzmy $lad drugiego poduktadu (dla sladowania po przestrzeni
H 4 rachunki beda analogiczne). Zatem®

2

pa=Trgpap =Y plilpasli)s = (48)
=0

gdzie {|j)p}j=01.2 jest baza obliczeniowa w podprzestrzeni Hp = C3. Oznacza to, ze drugi
czton kazdego czynnika w (44), (45) oraz (46) musimy obja¢ nawiasem (j| - - - |j) dla j € {0, 1,2},

®Operatory /macierze w ogélnoéci nie komutuja. Podobnie iloczyn tensorowy, tj. C% @ C% # C% @ C%.

5To jest ten moment, kiedy zapis pod suma jest zupelnie niepoprawny i zwyczajnie bledny, gdyz nie zgadzaja
sie wymiary wektora |j) oraz macierzy pap! Poprawnie nalezaloby napisaé¢ (I ® g(j|)pap(I® |j)g), ale nikt
tego nie robi...



otrzymujac dosé dtugie wyrazenie (dla przejrzystosci pomijamy skalar 1/3)

=10){0] © (0[0){0]0) +10)(0] ® (0]0)(2]0) + |0)(1] & (0]0)(2[0)+ (49)
10)(0] @ (0[2){0]0) + |0)(0] @ (0]2)(2]0) + [0){1] © (0]2)(2|0)+ (50)
[1){0] @ (0[2){0]0) + [1)(0] @ (0]2)(2]0) + [1){1] © (0]2)(2]0)+ (51)
10)(0] ® (1]0)(0[1) + |0)(0] @ (1]0)(2[1) + [0){1] © (1]0){2]1)+ (52)
10)(0] @ (1]2){0[1) + |0)(O] @ (1[2)2[1) + [0) (1] © (1]2)(2[1)+ (53)
10l @ (12){0[1) + [1)(0] @ (1[2)2]1) + [1){1] © (1]2)(2[1)+ (54)
10)(0] ® (20)(0[2) + |0)(0] @ (2]0)(2[2) + [0){1] © (2]0){2|2)+ (55)
10)(0] © (2[2){0[2) + [0) (0] @ (2[2)(2]2) + 0) (1] © (2]2)(2[2)+ (56)
10l ® (212)(0[2) + [1) (0] @ (2[2)(2[2) + [1) (1] @ (2]2)(2]2). (57)

Teraz wystarczy spojrzeé na prawe strony iloczynéw tensorowych, gdzie znajduja sie podwdjne
iloczyny skalarne postaci (j|-)(-|j) i z warunkéw ortogonalnosci, (jlk) = 0,5, natychmiast od-
czytaé, ktére (zaznaczone na ziclono) projektory po lewej stronie ® nie znikaja’. Mianowicie

pa=5 (20001 + 0} + 1) (0] + 11, (58)

W przypadku sladowania po pierwszym poduktadzie, sumowalibyémy od 0 do 1 i tym razem
wyszukiwali, ktore projektory po prawej stronie kazdego czynnika stanowig przyczynki do zre-
dukowanej macierzy gestosci (47), zapisywanej tez jako

i = 5 (100001 + [0} 2] + 12)(0] + 212) 21 ). (59)

Podsumujmy dwa powyzsze przyktady nastepujaca obserwacja. W pierwszym przypadku
struktura macierzy gestoéci odpowiadajacej stanowi [i) 4p sktada sie z 9 blokéw — kazdy o
wymiarze 2 x 2. W drugim przypadku sa to 4 bloki o wymiarze 3 x 3. Obie macierze gestosci sa
wymiaru 6 x6. Napiszmy je w postaci jawnej z zaznaczeniem struktury wewnetrznej wynikajacej
z postaci produktu ®. Sa to odpowiednio

0O 0, 0 0]0 0]
0 1 1 110 -1
110 1 1 110 -1
Pas=710 1] 1 1l0 —1 dla 3® 2 (60)
0O o 0 0{0 O
0 —1/-1 -1|0 1]
oraz
1 0 1(0 0 1]
00 0[O0 0O
1110 1(0 0 1
PAB= 3 170 010 00 dla2®3 (61)
00 0[O0 0O
(10 100 1]

"Tloczyn tensorowy macierzy przez liczbe redukuje sie do zwyktego mnozenia, tj. M ® oo = oM.



Prosze sie uwaznie przygladnaé¢ tym macierzom i sprobowaé zrozumiec:

1. spos6b adresacji® tych macierzy za pomoca indekséw bazowych {0,1}4 oraz
{0,1,2}p tak, by mozna je szybko napisa¢ patrzac sie na réwnania (27) — (30)
oraz (44) — (46), a konkretnie na postaé projektoréw |ab)(cd| = |a){c| ® |b){d|,

2. jaki jest jeszcze szybszy sposob na wyznaczenie z tych macierzy ich zredukowanych
macierzy gestosci: (40), (40) oraz (47).

*Podpowiedz: system dwojkowy, trojkowy, a moze hybrydowy...



https://pl.wikipedia.org/wiki/Tr%C3%B3jkowy_system_liczbowy

1.5 faktoryzacja stanu w ukladzie 2 ® 3

Rozwazamy te same, co powyzej bazy przestrzeni Hy = C? oraz Hp = C3? oraz czysty stan
dwuczastkowy postaci

1 1
|¢>AB - \/§<|O>A ® |1>B + |O>A ® |2>B) = %[07 17 17 07 07 O]T S (Cﬁ' (62)
Macierz gestosci stanu [¢) 4 to
[0 0 0[]0 0 0]
01 1/0 00
10 1 1{0 00
00 0/0 0O
L0 0 0[]0 0 O]
Zredukowane macierze gestoéci® to
0 00
1
pA:[(lJ 8] oraz PE =3 01 1]. (64)
0 11

Tym razem ps ® pg = pag, a jednoczesnie pg ® pa # pag, co jest prosty konsekwencja faktu, w
jaki sposob zadana zostalta struktura tensorowa na przestrzeni 2 ® 3 # 3 ® 2. Ponadto, mozna
zauwazy(, ze sam wyjsciowy stan [i) 4p zapisuje sie¢ w postaci sfaktoryzowane;j

_ L

Was = 75 (049 105 +104 @ 2)s) = S5i0a® (Vs +125) = (69
= 5104 (|1+20), (69

gdzie widzimy jeszcze jedng wygode ptynaca z uzycia ketow, czyli zwarty zapis sumy dwoch
wektoréw

0
1 1 1
\/§<|1>B+|2>B) =E|1+2>B:ﬁ } . (67)

B

8RDM = reduced density matrix.

10



1.6 dekompozycja Schmidta 2 ® 2

Przyklad wyznaczania rozkladu Schmidta dla dwuczastkowego (dwu-qubitowego) stanu czys-
tego. Rozwazamy stan

)0 = 2= (104 ® 1005 = 004 @ s = il1a © 1)) € C @ €2 (63)

gdzie {|0> = [1,0]T, 1) = [0, 1]T} to baza obliczeniowa (kanoniczna) w C?. Stan |1)) 45 zapisany
poczatkowo w postaci podwdjnej sumy

:X_:X_Z ajli)a ® k)5 (69)

gdzie

-5 1)

zostanie przepisany w postaci pojedynczej sumy i specjalnej bazy produktowej, ktérg wyz-
naczymy z odpowiednich zredukowanych macierzy gestosci.
Odpowiadajaca stanowi [¢) ap = [1, —1,0, —i]T /+/3 macierz gestosci to

1 —1|l0
If—-1 1|0 —i
- 1|0 1
a macierze zredukowane wzgledem obu poduktadéw:
112 — 1 1 -1
pa=Trppap = 3 [ P ] oraz pp = Trapap = 3 l 1 9 ] : (72)

Po zdiagonalizowaniu obu macierzy otrzymujemy wartosci wlasne \; oraz odpowiadajace im
(jeszcze nieznormalizowane) wektory wlasne |a;) oraz |b,),

>\1:3_6\/g —s ]a1>:[;<—1+\/5>,1T, (73)
R T
R _Gﬁ s by = B(l + \/5>,1]T, (75)
N T

Wartosci wlasne (kwadraty wspétezynnikéw Schmidta) sa w obu przypadkach identyczne. Po
dokonaniu normalizacji wszystkich wektorow wtasnych, konstruujemy posta¢ Schmidta stanu
|1 ap w formie pojedynczej sumy

() an = VAlar) © [br) + \/Aalas) @ [bs) = > VAilag) @ [b;), (77)

gdzie {|a;) ® |b;) } ;=12 C C* @ C? jest wyliczona baza produktowa.

11



1.7 dekompozycja Schmidta 2 ® 3

Niech 1
V) ap = \/5<7;|00> +102) — [10) —|11) — |12>> eC’C’ (78)
gdzie odpowiednie ONB to {|j)}j_, C C* oraz {|k)}{_, C C°. W ogdlnosci stan [¢) 4p mozna

zapisa¢ jako sume

V) ap = z_% > akli) @ |k). (79)

k=0

Wspétezynniki zespolone a ;, mozemy ztozy¢é w macierz
1 0 1
O‘_[—1 ~1 —1]' (80)

Wiemy [z wykladu], ze rozktad Schmidta odpowiada SVD macierzy a = [ozj,k];’,fzo, czyli a =
ULV, gdzie

—(i+1)/vV6 (i+1)/V3 1200
U= 2/3 1/\/§] ’ E:\/glo 1 01 (81)
o (i+3)/2/vV/6 —i/V/3 i/zl
vi= -1/vV6 —1/V3 —(i+1)/2 |. (82)
—(i+3)/2/vV6  i/V3 1/2

Odtwarzamy posta¢ Schmidta z odpowiednich kolumn macierzy U oraz wierszy V (uwaga na
sprzezenie!)

» (i +3)/2/6
has = | T ”/Qf e 1/%] (53)
(i—3)/2/V6
1 a+nv3] | Y
WB[ wﬁ]@lffg] -
_ %[@,0,1,—1,—1,—1:T (85)
_ \}5(¢|00> +102) — [10) — [11) — |12>). (86)

Tym razem jeszcze lepiej widaé¢ korzy$¢ z SD — w miejsce pieciu cztonéw oryginalnej sumy;,
mamy jedynie dwa, w zamian za troche bardziej skomplikowana baze.
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1.8 puryfikacja stanu mieszanego

Niech p € [0, 1] oraz

p= 1;]’11+p|<1>2+><<1>;| €C’®C*=Hy,. (87)
Stan p jest poprawnie znormalizowany Trp = (1 — p) + p = 1, ale jego czystosé zalezy od p, tj.
Pl = 1) = (F72) 14 2oy g 4 et} = ST sy
Zapisany w postaci macierzowej
1+p - 2p
| N ®)
2p . . 1+p
a nastepnie zdiagonalizowany, przyjmuje postaé
1/vV2 - —=1/v/3  1/v6 1+ 3p
o RV S Y D TS F U

1/v2 - 1/V/3 —1/V6 : ~ : l—p

=P A

gdzie P jest macierza przejscia do bazy w ktorej p przyjmuje posta¢ diagonalna A. Elementy
tej bazy to wektory, ktére mozemy nazwaé¢ w nastepujacy sposob

1 0 —1 1

1 0 1 1 0 1 0
by) = — . |b) = ;b)) = — . lby) = — , 91

1 0 1 -1

czyli stan p mozna zapisaé¢ jako
1+ 3p 1—p 1—p 1—0p
p= qu\bﬁ(bﬂ = |bo) (bo| + T|b1><b1| +— |b2) (b2| + 1 |b3) (b3, (92)
J

ze wspotczynnikami g;, ktére stanowia wartosdci wtasne p.

Puryfikacje stanu p najlepiej przeprowadzi¢ z pomoca bazy kanonicznej przestrzeni Hp,
ktéra jest kopia oryginalnej przestrzeni C* @ C?, tj. produktowej ONB {]00),]01),]10),|11)}.
Otrzymujemy zatem

V) = /Golbo) @ [0) @ [0) + /1]b1) ®10) @ |1) + /Ga|ba) @ |1) @ |0) + /g3]bs) @ 1) @ |1). (93)

Mozna sprawdzié, ze Trg|v) (Y| = p.

Reasumujac, najbardziej wymagajaca czesé puryfikacji, to diagonalizacja macierzy p. Za-
uwazmy, ze w powyzszym przyktadzie jedna z warto$ci wlasnych jest potrdjnie zdegenerowana,
co oznacza, ze nalezy przez chwile zastanowi¢ si¢, w jaki sposob okresli¢ trzy liniowo niezalezne
(znormalizowane!) wektory |by), |b2) oraz |bs), ktére beda jej odpowiadac.
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1.9 macierze Pauliego X, Y, Z

1 0
jest z konstrukcji podana w postaci diagonalnej, zatem mozna od razu napisa¢ jej rozktad
spektralny Z = |0)(0| — |1)(1]. Innymi stowy

Macierz

2j0) = +0),
2)1) = 1),

tj. wektory bazy obliczeniowej z C? sa wektorami wtasnymi operatora Z.

[ = Pomiar kwantowy jest najczedciej wykonywany w_bazie Z.

Antydiagonalna posta¢ macierzy

x=[$ é]:mxu+uxm

wymaga prostych obliczen w celu wyznaczenia rozktadu spektralnego. Policzmy to przy uzyciu
dwdbch notacji.
7 réwnania wlasnego zapisanego w sposéb algebraiczny wyznaczamy wartosci

-A 1
1 =X

‘:O = A=F1

oraz (znormalizowane) wektory wlasne

Zatem

Kwantowy sposob zapisu.
Zatbzmy, ze poszukiwany wektor wlasny jest ogdlnej postaci |w) = «|0) + B|1), gdzie |a|? +
18]? = 1, czyli X|w) = w|w). Napiszmy zatem

(10)(1] + [1)¢01) (2]0) + BI1)) = wa0) +wp|1),

co, po wymnozeniu i skréceniu, prowadzi do wyrazenia «|l) + 8|0) = wal|0) + wpB|1), skad
otrzymujemy uktad réwnan

a =wp — a=w’a = w=7Fl
b =wa



Niech w = —1. Wtedy 8 = —a« oraz, z warunku normalizacji, |a|? + | — a|* = 2|a|* = 1, czyli
la] = F1/v/2. Ale a € C, wiec a = |ale’¥ dla pewnej fazy ¢ € [0, 27[. Zatem
1

a=Fe¥— = =t ——.
IR SN

Posta¢ wektora wtasnego

1 1
|w=¢w7§M¢u»=—w75m—u»=rx

poniewaz ignorujemy faze¢ globalna —e'. Analogicznie, dla w = +1, otrzymujemy |w) = |+).

Macierz X przyjmuje zatem postaé¢ diagonalna w bazie wlasnej: X = |[+)(+| — [-)(-].

Zauwazmy ponadto, ze
)] = 5 (10001 + 0)1] + [1)(0] + ) (1f) = 5 (T +%),
)1 = 5 (10301 = 0y¢1] — 11){0] + 1) 1]) = 5 (x — x).

waga na apki! Jeszcze inny, bardzo zty, sposéb na rozwigzanie rownania wlasneg g
Uwaga na putapki! Jeszcze inny, bardzo zty, sposéb na rozwigzanie réwnania wtasnego dla
macierzy X. Rownanie wlasne

(10} (1] + [240]) ) = w]w)

mnozymy obustronnie przez (0| - ... oraz (1| - ... otrzymujac uklad réwnan

ft
(0 w)

Jezeli ktos tak policzy, spotka go kara i cierpienie.

w) = w(0
w) = w(l

= (ljw) = w*{ljw) = w=7F1 = |w)=|F).

15



1.10 entropia von Neumanna — przypadek quditowy

Dwuczastkowy stan 1) 4p € C? ® C? dla d > 2 jest maksymalnie splatany, gdy odpowiadajaca
mu zredukowana macierz gestosci (RDM) jest stanem maksymalnie zmieszanym, tj.

PB = TI'ApAB = Px; lub PA = TerAB = Px, (94)

gdzie pap = ) ap(?| oraz p, = 1;/d. Na przyktad,

V) ap = |Py) = Z A ®|j) s = pap =

2 o)) )(X_jA<k|®B<k\) (95)

1

&M—'

.

d

yalkl @ 17)5(kl, (96)

QU

j,k=0

wtedy, czesciowy slad po dowolnym z dwdch poduktadéw wynosi

1 d—1 d—1 '
Toaon =& 3 (S @lidalhl = S 0alll = JTa=p. (91
j k=0 \i=0
=087,;0k,1
= ... = TI'B,OAB. (98)

Czyli stan maksymalnie splatany to taki, ktérego entropia zredukowanej macierzy gestosci jest

maksymalna, tj.
d

11 1
S(px) =—)_ —log— = —log—
led d d

W przypadku przestrzeni dwuczgstkowej z réznymi wymiarami lokalnymi, d4 # dp, przyj-
mujemy d = min{d, dgp}.

= log d. (99)
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1.11 pomiar kwantowy rzutowy — przyktad

Probabilistyczny charakter mechaniki kwantowej pozwala jedynie okredli¢ z jakim prawdopo-
dobiefistwem mozemy otrzymaé¢ dany wynik pomiaru, tj. p; = ||M;[¥)||* jest miara czestoci
otrzymania wyniku pomiaru (rzutowego) numer j. W wyniku pomiaru stan ukltadu fizycznego
przechodzi w jeden ze standéw (wektoréw) wlasnych mierzonej obserwabli odpowiadajacy otrzy-
manej wartosci wlasnej. Zwykle wektor otrzymany w wyniku tej operacji nie musi by¢ znor-
malizowany, gdyz rzut nie musi zachowywac¢ normy. Jako, ze wektory nieznormalizowane nie
posiadajg dobrze okreslonej interpretacji fizycznej, kazdorazowo taki wektor nalezy unormowac
przy pomocy otrzymanego prawdopodobienstwa, czyli

M) M)
MG /s
Wykonujac pomiar rzutowy kilkukrotnie, otrzymamy wynik, ktéry pojawit sie jako pierwszy
w sekwencji operacji. Zakladajac idealne warunki pomiarowe (niemozliwe do otrzymania w la-
boratorium) rozpoczynamy od

¥) = (100)

M; MJW>
)= g (101)

Jezeli teraz wykonamy pomiar z operatorem Mj.;, to

[1M;]9)] 1M MG
czyli prawdopodobienstwo otrzymania wyniku k # j jest zerowe, gdyz norma wektora zerowego
to tez zero. 7 drugiej strony, gdy k& = j, to dostajemy (tym razem) poprawnie unormowany
(jednostkowy) wektor,

Mylg) g MyMjl) — Mjly) 103
DL~ G~ LI (103)

czyli zdarzenie polegajace na otrzymaniu tego samego wyniku jest pewne.

Przyktad. Niech dany bedzie pomiar qubitowy

Aﬁ{%—@@—“ﬁ} M—MM—H?]} (104

oraz qubit w stanie 1)) = 1/2/5|0) + i1/3/5]1) € C2. Pomiar M daje nastepujace rezultaty:

o) Rl A T R

Mo!@Zlé 8] 3/

Mlyw:lg H i 3/5_:[1, 3/(5)]:2'&{?1:2'\/31). (106)

Zatem, po znormalizowaniu i usunigciu fazy globalnej, otrzymujemy stany:

DO
ot

w
ot

1

Molp) =10, (107)
M) = i[1) = €™2[1) ~ [1), (108)

poniewaz odpowiednie prawdopodobienistwa otrzymania wynikéow 0 oraz 1 wynosza py = 2/5
oraz p; = 3/5.

Wynik ten zgadza si¢ ze standardowa interpretacja mechaniki kwantowej, wedtug ktorej
kwadrat modutu amplitudy jest prawdopodobieristwem znalezienia stanu [¢) w jednym ze
stanéw bazowych (stanéw wlasnych pewnej obserwabli) — tu: |0) lub |1).
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1.12 bramki kwantowe wieloqubitowe

Definiujemy bramke kontrolowanej negacji CX.., gdzie pierwszy indeks oznacza qubit kontrolny
(control), a drugi — qubit docelowy (target), tj. CXi.2 = [0)(0] ® I + [1)(1] ® X. Rozwazmy
dowolny stan |ab) € C* ® C? i dzialanie bramki CX;., na ten stan:

CXialab) = (0)(0] ® T+ [1)(1] @X)]a) @ |b) = [0)(0la) @ T|b) + [1)(1]a) ® X|b) (109)
10) @ [b) ca=0, Yeeqo1y
_ (110)
I @X|by :a=1
Ze wzoru (110) natychmiast widaé¢, ze gdy pierwszy qubit jest w stanie |0), qubit drugi pozostaje
niezmieniony, niezaleznie od tego jaka jest wartos¢ b € {0,1}. Natomiast, gdy pierwszy qubit
jest w stanie |1) drugi qubit ulega negacji zadanej przez bramke bit-flip X.

Wida¢ stad tez dlaczego bramke CX = CNOT oznacza si¢ za pomoca znaku ¢. Mianowicie,
wzér (110) mozna zapisa¢ w zwarty sposéb jako

Cxilab) = |a) ® |a @ b) = |a,a @ 1), (111)

gdzie & oznacza dodawanie modulo 2. Ponizej znajduje sie diagramatyczny zapis bramki kon-
trolowanej negacji:

ja) —4— la)

b) —&— la®b)

Analogicznie dla bramki CXg,.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z wieloma poduktadami (qubitowymi), sytuacja
nieznacznie sie komplikuje, gdyz musimy uwzgledni¢ wszystkie mozliwe konfiguracje qubitow w
poduktadach, ktore nie biorg udziatu w kontrolowanej negacji. Rozwazmy na przyktad uktad
5-qubitowy i bramke CXs.o

b) »—p— |a © b)

3__

4__

|a) s—=—la)

Zatem dla linii 1, 3 oraz 4, ktérych nie obejmuje dziatanie bramki CXs.5, piszemy wszystkie
mozliwe kombinacje qubitéw |0) oraz |1), ktérych jest 23 = 8, t;.

10)(0]; ® ... ®]0){(0z®[0){(0,® ... + (112)
10)(0]1 ® ... ®]0)(0]s @ [1){(1]a ® ... + (113)
0)(0; ® ... @)1z ®[0)(0]s® ... + (114)
0)(0; ® ... @ D)1z ®]|1)(1]a® ... + (115)
I1)(1]1 ® ... ®]0)(0]3®[0)(0s ® ... + (116)
111 ® ... ®]0)(0;@|1){1s® ... + (117)
N1 ® ... @|1){1z®[00(0,® ... + (118)
N @ ... @)A1 {1® ... = CXso, (119)
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a dwa puste sloty uzupehiamy standardowg (2-qubitowa) definicja bramki CX..;, co spowoduje
podwojenie ilosci czynnikow, gdyz dla kazdej kombinacji nalezy uwzgledni¢ bramki I oraz X.

Calo$¢ jest reprezentowana (w bazie standardowej) przez macierz 32 x 32 postaci

10)(0l;, ®I® |0
10)(0]; ® X ® [0
0)(0]; ®I® |0
10)(0; ®X® |0
10)(0i ®I®|1
|0)(0; X ® |1
10)(0; ® I® |1

) 0l @10
)
)
)
)
)
)
0){0l: ® X @1
)
)
)
)
)
)
)
)

0lz® 10
0z ® |1
Oz ® |1
1z ®10
1z ®10
Iz ® |1

) (0l ® 10
)
)
)
)
)
)
s ® 1)
)
)
)
)
)
)
)
)

0 @1
1la® |0
l.®|1
0] ®10
0ls ® |1
1la®10
la®|1

) (0[5 +
)
)
)
)
)
)
)
0ls ® [0)
)
)
)
)
)
)
)

15 +
05 +
15 +
05 +
15 +
05 +
15 +
05 +
15 +
05 +
15 +
05 +
15 +
05 +
s = CXs50 =

(1, ®I®|0
1)1, ®X® 10
11)(1], ®I®|0
1)1, ®X® 0
(1 ®I®|1
(1 @X® |1
(1, ®I®|1
(1] @X® |1

0l ® |0
0lz®10
0z ® |1
0z ® |1
13® |0
1]3® |0
Iz ®|1
Iz® |1

0la®]1
1l ®10
l.®|1
0la® |0
0ls ® |1
1l ®10
la®|1

~ ~— ~— — —_— T T T e e e e T T >
o~ o~ o~ o~~~ o~~~ o~~~
o~ o~ o~ o~~~ o~ o~ o~~~ o~ o~
o~ o o~ o~ o~ o~ o~ o o o~ o~ o~ o~~~

Mozna sprawdzi¢, ze CXs2|q;, @, a3, dy, 0) = |ay,a B2 b, a3, 9, b), czyli
CX5,2‘q1707q37q470> = ‘q1707q37q47
CX5,2|Q1aO»Q3>CI4a 1) = |q1a 17q3>q47
0) =
1) =

0)
1)
Cx52|q171’q37q47 Iql,l,q37q4,0),
CX5,2/qy: 1, 43, Ay, 91, 0,93,94, 1)

)

Y

dla dowolnych wartosci qubitéw g; € {0, 1}.

AN N N AN N AN N N N AN N N N N N /N
— — = = = e
[\ N NN DD DD DD
~J U = W NN = O
N N e e v T e e e T T T T N N N

—_
[\
D

— = = e e e e e
W W W W W W N N
T =~ W N = O © @

(136)

~—~ ~ —~
—
w
Nej

— — — ~—

[ W ten sposéb mozna napisa¢ ogoélng posta¢ bramki CU.., dla dowolnej ilosci qubitéw.
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Naturalnym uogélnieniem bramki CU... jest bramka, ktéra posiada wiele qubitéw kontrol-
nych Ug,  c,.«. Przyktadem jest bramka Toffoliego CX; 2.3 przedstawiona ponizej, gdzie trzeci
qubit ulega negacji wtedy i tylko wtedy, gdy dwa pierwsze sa réwne |1),

|a) 1—9— la)
[b) 2—4—[b)

lc) s—@— |(a AD) Dy c).

Ogoélna definicja bramki CXc, c,.¢ dla uktadu trzech qubitéw:

CXios=(IQI—TLH @IL) @I+ 1 @ I, ® X (141)
=IQIQI-I QML XI+I;, I, ®X (142)
=IIeI+I; ol ® (X—-1I), (143)

gdzie II; = |1)(1] oznacza projektor na stan |1) dzialajacy na qubit numer j, natomiast I = I,
ale symbole te celowo zostaly graficznie rozdzielone, aby wzmocnié czytelnosé. Wzor (141) jest
bezposrednim uogdlnieniem definicji standardowej bramki CX;.o, natomiast jego przeksztalce-
nie (143) podpowiada jak zdefiniowaé pozostale trzy bramki:

CX173;2 EH®I®H+H1®(X_I)®H3, (144)
Ko = IQI@I+ (X — 1) @I, @ Ils. (145)

Analogicznie tworzymy bramke CUg, ., .. dla dowolnej ilosci qubitéw kontrolnych.
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1.13 protokdl kwantowej teleportacji qubitu (dygresja fizyczna)

Bedziemy transportowaé informacje w postaci stanu qubitowego |1) = «|0) + §|1) pomiedzy
dwoma laboratoriami. Na poczatek przygotowujemy stan |1)) w pierwszym laboratorium.
Dowolny qubit |[¢)) = «|0)+|1) musi by¢ poprawnie znormalizowanym stanem kwantowym,
tj. |a|? +|B]? = 1, przy czym amplitudy stanu moga by¢ zespolone, wiec a = |a|e?®8(®) oraz
B = |Ble’*eB) Wykorzystujac jedno$é trygonometryczng mozemy zamienié¢ zmienne i napisaé,
0

ze |a| = cos 5 oraz |f]| = Sing dla pewnego kata 6. Wtedy stan przyjmuje postac

0 0
|t)) = cos Qe”rg ]0> -+ sin 2e“"g \1)
, 0 0
= ¢ters(@) (cos —10) + sin Qel(arg(ﬁ —arg(e ]1))
0 0
= cos —]0> + sin Qel(arg(ﬁ) arg(@))| 1),

gdzie w ostatniej rownosci pomijamy faze globalna. Przyjmujac ¢ = arg(f) — arg(«) otrzymu-
jemy ogolng postaé stanu qubitowego zapisanego w postaci wektora Blocha

6 6 ,
|t)) = cos §|O> + sin §ew|1>. (146)
Oczywiscie 6 = 2 arccos |a/.

Aby przygotowad taki stan w pierwszym laboratorium korzystamy z bramek rotacji na sferze
Blocha o kat v, odpowiednio wokot osi y oraz z:

iy cost —sin?
Ryw):exp{—QY}:[Smi COS;],

iy e~/2
R(7) = exp{ a 22} a l 0 /2 ] :

Uwaga, powyzej sa eksponenty macierzowe (a nie liczbowe!), ktére dziataja na macierze Pauliego.
Obwdd kwantowy realizujacy stan |¢) przyjmuje prosta postac:

10) —{By(0) | R:(p) —

Sprawdzmy:
e~ /2 cosf/2 —sin@/2 ][ 1] [e? 0 cos6/2
0 e?/2 | | sinf/2 cos@/2 || 0] |0 e/? || sinf/2
—— -
R:(p) Ry (6) =(0)

[ e¥/2cos6/2
/2 sin 6 /2

i 0 . 0
= e %2 cos =|0) + €™/ sin = |1)
2 2
0 : 0
= cos§|0> + e'¥sin §|1)

= |0) + B[1) = |¢).

Macierz unitarna U = R,(¢)R,(#) stanowi przepis, ktéry moze by¢ uzyty przez pierwsze labo-
ratorium w celu utworzenia wielu kopii stanu [¢), dziatajac na umowny stan poczatkowy |0).
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Przypominamy z wykladu obwdd kwantowy realizujacy protokédt kwantowej teleportacii,
ktéry tu zostaje wzbogacony o wszystkie poczatkowe operacje, tj. tworzenie stanu 1) po stronie
pierwszego laboratorium oraz tworzenie splatania w postaci stanu |®3 ) dzielonego przez dwa
laboratoria®:

M; |

104 =H By (6) { Re(9) F———1—H{EH7H

| | N My

0),, - N s
- e Ee

|0) 1) [2) [3) [a) [0s)  [3bs)

Zatem pierwszy posredni stan przyjmuje postaé |¢) = [¢) ® [00) i jego czed¢, ktora jest
w tym momencie po stronie pierwszego laboratorium zostanie przetransportowana do drugiego
laboratorium: [000) — [¢)) ® [00) — ... — | x %) ® |1), gdzie * oznaczaja nieistotne stany
pozostate po pomiarach wykonanych w pierwszym laboratorium — patrz nizej.

Przesledzmy w szczegdtach moment pomiaru i to, co nastepuje po nim. Mamy wiec kolejny
stan posredni w postaci superpozycji

s = <a|000>—|—a|100>+a|011)+a|111>+6|010> 5|110)+6|001>—5|101>>
= [00)(al0) + BI1)) /2 +
01) (1) + B10)) /2 +
110) (2]0) — 8I1)) /2 +
1) (a]1) — 8]0)) /2.

E

Laboratorium A wykonuje pomiar w bazie Z ® Z — faktycznie jest to pomiar w bazie Bella,
ale dzieki operacjom CXj.oH; przechodzimy do bazy (kanonicznej) obliczeniowej. Jest to pomiar
rzutowy opisywany operatorami pomiaru

= {]00)(00] @1, [01)(01| @ I, [10)(10] @ I, [11)}{11] T }. (147)

=Moo =My =Mo =M1

Na obwodzie pomiar jest schematycznie oznaczony przez M; oraz My, co oznacza, ze Mj, =
M; ®Mo®1 i za My oraz My podstawiamy jeden z projektoréw: |0)(0] lub |1)(1|. Zatem A wykonujac
pomiar na kazdym z dwoch qubitéw moze otrzymadé cztery pary wynikéw: (0,0), (0,1), (1,0)
oraz (1,1) — sa to oczywiscie przemapowane pary wartosci wlasnych (F1) obserwabli Z, ktéra
mierzymy. Ponizej wyjatkowo nie dbamy o normalizacje, ktéra mozna tatwo wyliczy¢.

9Prosze zwrécié uwage, ze bramki rotacji sg funkcja katéw 6 oraz ¢, jednakie trzymamy sie pierwotnej
notacji i stan qubitowy zalezy od « oraz .
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1. A otrzymuje wynik (0,0) z prawdopodobienistwem 1/4, a stan kolapsuje do postaci

Mools)
[¥s5) — N
- 2\;(\(»(0\ ® [0)(0] m) (|oo> (a]0) + 1)) +101) (a]1) + B10)) +[10) (a]0) — BI1)) + [11) (af1) — /3\0>))
2F(‘O> <0\?> ®‘0>@ 1(a]0) + BI1)) + \o><\<i|§;®\o>%1/>®ﬂ(au> +510)) +\.:-.€,+\.:-.,,)
=0
- wlﬁm ®10) ® (al0) + BI1)).

Zatem B nie wykonuje zadnej operacji po swojej stronie, gdyz posiada juz stan [¢)) w
odpowiedniej postaci, o czym zostaje poinformowany przez A dwoma bitami kodujgcymi
wyniki pomiaru: M; = My, = 0.

2. A otrzymuje wynik (0, 1) z prawdopodobienstwem 1/4, a stan kolapsuje do postaci

Mo1|vYs)
ls) — N
= 2\/1]%—1<\0><0\® 1] ®H) <I00>(a\0>+f3\1>) +101) (al1) + 810)) +[10) (al0) = BI1)) + [11) (al1) —,3\0>)>
1
0) (0]0) ®|1) (1]0) ®T(|0) + B]1)) +]0) (0]0) ®|1) (1]1) RT(a|1) + BO)) + ...+ ...
g (L g e ) )
=0
1
=50 @@ (ol +8l0).

Tym razem B musi wykonaé na trzecim qubicie operacje Z" X" = zZ%X! = X w celu korekty
otrzymanego stanu:

0) @ [1) ® (al1) + B10)) =25 j0) @ [1) @ (]0) + BI1)). (148)

3. A otrzymuje wynik (1,0) z prawdopodobienstwem 1/4, a stan kolapsuje do postaci
Mio|¢s)

|th5) > ——= = .. pomijamy juz obliczenia...

m
2¢_|1> ® [0) ® (al0) - 811)).

Tym razem B musi wykonaé na trzecim qubicie operacje Z"1X"2 = Z!'X% = Z w celu korekty
otrzymanego stanu:

1) ®10) ® (al0) — BI1)) =55 1) @ |0) @ (a]0) + BI1)). (149)

4. W ostatnim przypadku A otrzymuje wynik (1, 1), stan po stronie A kolapsuje do |1) ® 1),
a B wykonuje korekte za pomocg operacji I ® I ® ZX.

Reasumujac; za kazdym razem obserwujemy, ze stan po stronie A kolapsuje zgodnie z po-
miarem do jednego z wektoréw: |00), |01), [10) lub [11) — dokladnie tak, jak miato to miejsce [na
wyktadzie] w przypadku pomiaru stanu |®3) w bazie Z. Przed pomiarem A laboratorium B nie
posiada konkretnej instancji stanu |¢) ale superpozycje czterech mozliwosci. Pomiar kwantowy
niszczy te superpozycje oraz stan |¢) po stronie A, ale z uwagi na korelacje wprowadzone przez
wspotdzielenie stanu maksymalnie splatanego, pomiar w pierwszym z poduktadéw wpltywa na
posta¢ stanu w drugim poduktadzie, ktéry wymaga jedynie korekty przekazanej kanatem kla-
sycznym w schemacie LOCC.
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Jeszcze kilka stéw na temat fizycznej realizacji.

Dotychczasowy opis stanowi abstrakcyjny model matematyczny, odpowiadajacy rzeczy-
wistym zjawiskom obserwowanym w eksperymentach laboratoryjnych, gdzie moga zachodzi¢
nastepujace procesy:

1. Wiazka lasera przepuszczona przez nieliniowy, dwojlomny krysztat generuje pary fotonéw
o splatanej polaryzacji w procesie SPDC. Fotonowe pary sa nastepnie przesytane do dwéch
laboratoriow, gdzie ich stany kwantowe zostajg zakodowane w tzw. pamieci kwantowe;j.
Medium przechowujace informacje o fotonach moze stanowi¢ chmura atomoéow, putapka
jonowa lub osrodek ciata stalego (np. centrum NV w diamencie). W takim przypadku
polaryzacja zaabsorbowanego fotonu zostaje odwzorowana na konfiguracje spinowa elek-
tronéw lub jader atomowych. Z uwagi na zjawisko dekoherencji, stan kwantowy (qubit) w
takim uktadzie moze by¢ utrzymywany w stabilnej formie przez czas rzedu mikrosekund
lub milisekund (w zaleznosci od medium). Uzyskane w ten sposéb splatanie stanowi zas6b
kwantowy, ktory moze by¢ dalej wykorzystywany w schematach z klasyczna komunikacja
(LOCC), przy czym LOCC nie jest w stanie wytworzy¢ splatania .,z niczego”, a jedynie
przetwarzaé juz istniejace zasoby.

2. Lokalne unitarne bramki kwantowe odpowiadaja ewolucji stanu uktadu zgodnie z jego
Hamiltonianem, kontrolowanej przez zewnetrzne pola. Najczesciej sa to impulsy laserowe
lub mikrofalowe o precyzyjnie dostrojonej czestotliwosci, fazie i czasie trwania. Takie pola
powoduja przejscia miedzy poziomami energetycznymi uktadu, wsréd ktérych stan pod-
stawowy |g) = |0) oraz wybrane stany wzbudzone |e) = |j # 0) sa sprzegane w sposéb kon-
trolowany, prowadzac do powstania konicowego stanu [i)) = >, 7;]j). Bramki nielokalne
(np. CX..) wymagaja wspoétdzielenia splatania miedzy laboratoriami oraz klasycznej ko-
munikacji (np. protokét kwantowej teleportacji), poniewaz bezposrednie oddziatywanie
fizyczne miedzy odlegtymi qubitami nie jest mozliwe.

3. Pomiar stanu uktadu zalezy od rodzaju zastosowanego medium fizycznego. W uktadach
fotonicznych pomiar realizowany jest za pomoca detektoréw (np. zespoly fotodiod lawino-
wych), ktére rejestruja fotony przechodzace przez polaryzatory. W systemach ciat statych
lub jonowych wykorzystuje sie pomiar fluorescencji powstatej w procesie deekscytacji
poziomow wzbudzonych, gdzie rejestrowane sa wymitowane fotony. Otrzymany wynik
pomiaru ma charakter klasyczny i moze by¢ przesytany miedzy laboratoriami zwyktymi
kanatami komunikacyjnymi (CC), stanowiac dane wejéciowe do dalszego przetwarzania
(postprocessing).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Spontaneous_parametric_down-conversion
https://en.wikipedia.org/wiki/Nitrogen-vacancy_center
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1.14 reprezentacja srodowiskowa mapy kwantowej

Pokazemy!'" jak reprezentacja $rodowiskowa wigze sie z operatorami Krausa. W tym celu
zatézmy dla uproszczenia, ze Srodowisko zostato zainicjalizowane w stanie czystym |0) g. Mamy

zatem
Tee{Usi (s @ 006001 ) Ul | = (1s @ T){Uss (s @ 10) (01 ) UL} (150)
= (85 © (e Use (s © 105001 ) U1 @ o) (151)
= 3°(Is ® {e)Usi(Is ®10))ps(Is ® {0)ULp(Is @ |e)) (152)
" Kopsks), (153

gdzie K, = (Is ® (e|)Usp(ls ® |0)g). Mozemy tatwo potwierdzi¢ warunek TP dla tak zdefinio-
wanych operatoréw Krausa

Y KK =) (Is® s(0ULL(Ts ® ) (Is ® (e])Usp(Is ® |0)g) (154)
= (Is ® p{0))Ulp(Ls @ |e)(e])Us(ls © |0)g) (155)
= (Is ® g(0)ULg Is @ Y le)(e]) Usp(ls @ 0)g) (156)
= (Is ® p(0))UlpUsp(Is © |0)p) (157)
= (Is ® g(0))(Is ® |0)g) = Is ® g(0]|0) g = Lg. (158)

Wszystko sie zgadza, gdyz operatory K. wysumowaly sie do jednosci o wymiarze oryginalnego
uktadu kwantowego.

10Material nadobowiazkowy...
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1.15 stan |GHZ) € 2®2® 2

Mozna tatwo pokazac, ze stan

|GHZ) = eC’pC*x®C? (159)

1 1
ﬁyoom + ﬁ|111>

jest generowany przez kazdy z dwunastu przedstawionych obwodow:

0) —{x] —H—— ] —H——

01) |O> () 02) () 03) () 04) ()

10) D o 4> ®
05) ‘O) —@ 06) —E 07) —E 08) —E

10) > ® ® <>
09) |O> S 10) S 11) P 12) <P

o) i ——— 1] (4

gdzie, krétko méwiac, rozmieszczenie bramek CX... pokazuje jak kety |1) powstate z superpozycji
wygenerowanej przez bramke H “propaguja” sie w drugim cztonie stanu.

Podobnie, kazdy z dwunastu innych obwodéw przedstawionych ponizej, rowniez generuje
stan |GHZ), jednakze w innej niz kanoniczna (obliczeniowa) bazie. Podzielimy je na cztery klasy
— trzy zawierajace po dwa obwody i czwartg — zawierajacy sze$¢ obwodow!!:

HTen szczegdlny podzial jest wyjasniony na wykladzie i wynika z klasyfikacji stanéw grafowych.
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Wszystkie wygenerowane w ten sposéb stany |GHZ) sa lokalnie unitarnie réwnowazne, tzn.
istnieja takie macierze unitarne Uy, Uy oraz Us € U(2), ze |GHZ;) = U; ® Uy ® Us|GHZy,) dla
j # k. Na przyktad |GHZ,7) = H® I ® H|GHZ;4) lub |GHZ;) = XHX ® XHX ® X|GHZ,¢), itp. Aby to
wykazac nalezy skorzystac z faktu komutacji odpowiednich bramek oraz przydatnej tozsamosci:

@)

)

= (I ® H)CZ;5]a) @ H|D)

= (1@ H)(|0)(0] ® T+ [1)(1] © Z)|a) @ H]b)
(I®H) a) @ H[b) + [1)(1]a) ® ZH]b) )

= I|0)(0|a) ® HH|b) + I|1)(1|a) ® HZH|b)

= (1@ H)(]0)(0]

= [0){0la) |
|a) @ [b)

1) ® X[b)
= CXyp2

b) + [1){1a) @ X[b)
ca=0 <vb€{071})

ta=1

w dowodzie ktorej wykorzystano dwa fakty:

1. B2 =1,

2. Z=0)0[ = [1)(1] =

HZH = H|0)(0|H — H|[1)(1[H = |+)(+| —

oraz warunki ortonormalnosci bazy {|0),|1)}.
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= (I ® H)CZ1.5(I @ H)|ab)

-l =

(160)
(161)
(162)
(163)
(164)

(165)

(166)



1.16 miary splatania kwantowego C oraz 7

Rozwazmy ogélny stan dwoch qubitow

V) ap = ZZ%‘kU@ eC’®C%. (167)

7k

Miara concurrence jest zdefiniowana jako

C([¢)ap) = 2|det af = |agoar1 — agiaol, (168)

lub réwnowaznie jako C(|¢))ap) = 2\/det(pa), gdzie pa = Trppap = Tre|Y) ap(Y|, gdyz

[ Jowool® 000y ooayy  @oo0d
_ | anagy ao* aneqy agai 169
pA a0y @0ag,  |onol® aaead, (169)

| anagy oo, anaiy  lan)?

Trp [ lo)? + |o1]® ooy + aoray
N — 170
PAT | anagy +amagy  Jonol® + fom]? (170)
det

detlea), (!aoo!Q + |0401’2) (’O‘lo|2 + ]a11|2) - (Oéooaiko + 040104;1> (aloa&) + 04110‘31> (171)
e = |Oé()0|2|0411|2 —f- |Q€01|2|O[10|2 — OéooQ{TOOéHO[SI — (,1401()(}{10[100(1(1 (172)
= (&000411 — a01a10) (CKSOOtT1 — CKSIOéTD) = ‘05000611 — 06010510’2. (173)

Obliczmy 3-tangle dla uogélnionego stanu [W) = «|100) + 3]010) + v]|001) € 24 ® 25 ® 2¢,
przy normalizacji |a|* + |3]2 + |7]? = 1.
Piszemy macierz gestosci

pape = [WYW]| = |a2[100)(100] + a5*[100)(010] + a~*[100)(100| (174)
+ Ba*|010)(100| + |3]2[010)(010] + 5~*[010)(001]| (175)
+ *[001) (100 + v/3*|001)(010] + |7|*100)(001]. (176)

Zatem (rozdzial 1.4)

PAC = TTBPABC = ... (177)
= |al*|10)(10] + ay*[10)(01] + | 3]*]00) (00| + va*|01){10] + |7/*|01){01 (178)
|B? ,
N N I
| e (179)
Nastepnie

ciglpac(Y © Vet 0 1)) = {4aPR 202 02 0} = 7 = Cho = HlaPhl. (150
Podobnie obliczamy 745 = C3 5 = 4|a|?|3|* oraz
2 2
+ .
pa = Trpcpapc = l g _ g a2 ] = Tape = Cijpe = 4laf? <|5’2 + |7|2) ; (181)

skad otrzymujemy 73 = T4 pc—Tap—Tajc = 0, tj. stan |W) charakteryzuje jedynie dwuczastkowe
splatanie — usuniecie jednego pierscienia boromejskiego utrzymuje pozostate dwa w splataniu.
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Podobne obliczenia mozna wykonaé dla uogdlnionego stanu
|IGHZ) = a|000) + B|111) € 24 ® 25 ® 2¢ : la> + |8 =1
otrzymujac dla o = 8 = 1/1/2
= (14 1+1) = = (3 x 4afI8S) = 4al|P2,
3 3

1
T2:§(0+0+0):0,

m=4a|BP-0-0=1 — prawdziwe splatanie trzyczastkowe....

(182)

(183)

(184)
(185)

usuniecie jednego pierscienia boromejskiego uwalnia pozostate dwa, czyli kazda redukcja

stanu |GHZ) to stan separowalny.
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